3.3. TÉTEL: Bizonyítsa be: ha egy sorozat monoton és korlátos, akkor konvergens!
Legyen 
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(a)

monoton növekvő sorozat, és jelöljük A-val a sorozat tagjai halmazának felső határát. Mivel A a legkisebb a felső határok közül, ezért tetszőleges 
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 esetén az 
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 már nem lehet felső korlát , azaz létezik olyan n0 indexű tagja a sorozatnak, amelyre teljesül:
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, akkor a monotonitás miatt  
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   S ebből következik, hogy:
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vagyis az n0-nál nagyobb indexű tagok már mind A-nak ε sugarú környezetében vannak. Tehát a sorozat konvergens, és liman=A. A tétel nem megfordítható.
3.4. TÉTEL:  Bizonyítsa be hogy az 
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konvergens!
Az 
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 - sorozat konvergens (határértékét e-vel jelöljük).Először belátjuk, hogy a sorozat monoton növekvő, majd igazoljuk, hogy korlátos, ebből pedig már következik a konvergencia. A bizonyításhoz felhasználjuk a tanult mértani és számtani közép közötti egyenlőtlenséget. Ha a,b>0, akkor
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    Igazolható, hogy a fenti összefüggés általánosítható: n db pozitív szám (x1, x2,…,xn) mértani közepe nem nagyobb, mint a számtani közepe:
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Egyenlőség akkor és csak akkor áll fenn, ha

X1=x2=…=xn

Mivel az egyenlőség mindkét oldala pozitív, ezért ekvivalens a következő egyenlőtlenséggel:
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Alkalmazzuk a fenti összefüggést, ha
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Ekkor
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Minden n(N+ esetén.

Ezzel beláttuk, hogy a sorozat szigorúan monoton növekedő.

A monotonitásból következően a sorozat alulról korlátos, az alsóhatára az első tagja: a1=2. A felülről való korlátosság igazolásához alkalmazzuk a következő összefüggést:
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Ekkor:
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3.7. TÉTEL: Mit tud két konvergens sorozat összegéről, szorzatáról és hányadosáról? Ha  liman =A és limbn =B, akkor  a.)lim(an+bn)=A+B,   b.) lim(an*bn)=A*B

c.) B(0 esetén lim
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 a.)két konvergens sorozat összege:mivel az (an) és (bn) sorozatok konvergensek, ezért tetszőleges (>0 számhoz is létezik olyan n1 ill n2 küszöbszám, amelyekre teljesül: ha n>n1 akkor 
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 és ha n>n2 akkor 
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   Legyen n0 n1 és n2 közül a nagyobbik, azaz n0=max (n1;n2). Ekkor n>n0 esetén mindkét egyenlőség is fennáll. Felhasználva az előző két egyenlőtlenséget és az  (x+y(((x(+(y( egyenlőséget, a következőt kapjuk n>n0 esetén:

((an+bn)-(A+B)(=((an-A)+bn-B)(((an-A(+(bn-B(<(. Ezzel belátjuk, hogy az (an+bn) sororzat konvergens, és határértéke: A+B. 
b.) két konvergens sorozat szorzata lim(anbn-AB)=0 átalakítások: anbn-AB=anbn-Abn+Abn-AB=bn(an-A)+A(bn-B) a jobb oldalon álló összeg tagjai 0-hoz tartó sorozatok, ugyanis lim(an-A)=lim(bn-B)=0, továbbá (bn) konvergens, ezért korlátos is és A konstans lévén alkalmazható: lim(bn(an.A))=0 és lim(A(bn-B))=0.Innen kapjuk a már igazolt a.) alapján, hogy lim(anbn-AB)=lim(bn(an-A))+lim(A(bn-B))=0 Ez pedig azt jelenti, hogy lim(anbn)=AB. 2konvergens hányados bizonyítására nem térünk ki.
3.8.TÉTEL: RENDŐRELV: Legyen (an), (bn) és (cn) olyan számsorozat, amelyre an(cn(bn, és és tegyük fel, hogy az (an) és (bn) sorozat konvergens és ugyanaz a határértékük: lim an=lim bn=A. Ekkor a (cn) sorozat is konvergens és lim cn=A.

Bizonyítás: A tetszőlegesen választott (>0 számhoz található olyan n1(N+ illetve n2(N+ küszöbindex, hogy 
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Legyen n0 a nagyobbik az n1 és n2 közül. Ekkor bármely n>n0 pozitív egész számra fennáll mind a két egyenlőtlenség, vagyis an is, bn is benne van az A szám ( sugarú környezetében. Mivel an(cn(bn azért n>n0 esetén cn is benne van az A szám ( sugarú környezetében, vagyis |cn-A|<(. Ez pedig azt jelenti, hogy lim cn=A.
3.12. tétel ha q(]-1;1[-{0}, akkor a mértani sor konvergens és 
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Képezzük az (sn) részletösszeg-sorozatot és alkalmazzuk a mértani sorozat összegképletét: 
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Mivel q(]-1;1[-{0}, ezért limqn=0, így (sn) konvergens és 
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, ami egyben a végtelen mértani sor összege is.
4.7. tétel. A valós számok halmazán értelmezett x(c (c(R, konstans); x(x függvények minden x(R esetén folytonosak.

a.) legyen először f1:f1(x)=c (x(R), ahol a c valós szám egy rögzített konstans. Ha limxn=x0 és xn(x0, akkor (f1(xn))=(c) konstans sorozat, melynek határértéke c:limf1(xn)=c. a függvénynek tetszőleges x0 pontban van határértéke, és az éppen a helyettesítési értékkel azonos, az értelmezési tartománynak minden pontjában folytonos a függvény.

b.) legyen most f2:f2(x)=x (x(R). a 
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 meghatározásához induljunk ki egy tetszőleges(xn) sorozatból, mely x0-hoz tart. Ekkor f2(xn)=xn következtében a függvény határértéke x0 helyen 
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ha figyelembe vesszük, hogy a helyettesítési érték szintén x0: f2(x0)=x0.

5.2. TÉTEL: Milyen kapcsolat van egy függvény adott helyen való folytonossága és differenciálhatósága között? 

A következő összefüggés minden x(Df/{x0} esetben fennáll
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                          Vegyük mind két oldal határértékét x0 pontban:
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A határértékre tanult szabályok és a differenciálhatóság miatt
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ami azt jelenti, hogy a függvény folytonos az x0 pontban, mivel f határértéke az x0 pontbeli függvényérték. A differenciálhatóságnak a folytonosság szükséges, de nem elégséges feltétele.

5.5. TÉTEL: Vezesse le az ex függvény deriváltját!

(ex)’=ex Legyen az x(R tetszőleges,de rögzített pont. A differenciahányados-függvényt.
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   Mivel x(x0 esetén (x-x0)(0, alkalmazhatjuk:
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Az x0 pontot tetszőlegesen választottuk, a függvény differenciálható és f’(x)=ex, x(R

5.7. TÉTEL: Differenciálási szabályok

Legyen f és g differenciálható x0 pontban, ekkor: 

a.) bármely c(R esetén cf is differenciálható az x0 pontban, és (cf)’ (x0)=cf’ (x0).

b.) Az f+g függvény is differenciálható az x0 pontban és (f+g)’(x0)=f’(x0)+g’(x0)

c.) f*g is differenciálható az x0 pontban, és (f*g)1(x0)=f’(x0)g(x0)+f(x0)g’(x0)

d.) ha g(x0)(0, 
[image: image37.wmf]g
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 is differenciálható az x0 pontban és 
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a.) a cf függvény differenciahányados-függvénye a következő:
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      , x(Df ({x0},
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b.) Az f+g függvény differenciálhányados-függvénye a következő:
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c.) az f*g függvény differenciálhányados-függvénye a következő:
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 EMBED Equation.3  [image: image45.wmf]}
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Egyszerű átalakítással:
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Mivel a g függvény differenciálható x0 pontban, ott folytonos is, így a határértéke:
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Így a differenciálhányados 
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d.) az 
[image: image49.wmf]g
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 függvény differenciálhányados-függvénye a következő:
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A szorzatfüggvény differenciálhányadosánál alkalmazott ötletet és a g folytonosságát felhasználva:
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5.9.TÉTEL: x(ax   deriváltja:
ax függvény differenciálható  Az x(ax (a(R+) függvény differenciálható, és (expa)' = expa(lna, vagy másképpen írva (ax)'=ax(ln a (x(R). 
Bizonyítás: Az a pozitív lévén felírható a következőéppen: a=eln a, azért ax= (eln a)x = ex ln a (a(R+). Külső fv és a belső fv mindkettő differenciálható a megfelelő helyen,így:
 (ax)’=(ex ln a)’ = ex ln a ·ln a=ax(ln a.
MÁSIK RÉSZ: 5.11. TÉTEL az f(x)=logax  (a(R+/{1}) 
függvény differenciálható, és 
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 felírható a következőképpen: 
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6.1. tétel ha az f függvény az x0 pontban differenciálható, és az x0-ban szélső értéke van, akkor f’(x0)=0  /lokális szélső ért. Létezésének SZÜKSÉGES feltétele/
A bizonyítást elég maximum helyre elvégezni. Ha x0 lokális maximumhely,akkor van olyan K környezete, amelyre f(x0)(f(x) x(K

Azt jelenti, hogy 
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Ha a d függvény az x0tól kisebb x-ekre nem lehet negatív, akkor bal oldali határértéke sem lehet negatív. Hasonlóan a jobb oldali határérték nem lehet pozitív. Mivel feltettük, hogy f differenciálható x0-ban, azaz d-nek x0ban létezik határértéke, ez a határérték sem pozitív, sem negatív nem lehet, így 0val egyenlő:
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Az f értelmezési tartományának azokat az x0 pontjait, ahol f differenciálható és f’(x0)=0, az f stacionárius pontjának nevezzük.        A 6.1 tétel azt állítja, hogy differenciálható függvénynek az értelmezési tartomány belső pontjában szélsőértéke csak stacionárius pontban lehet, de nem biztos, hogy van is.

6.4. TÉTEL: Bizonyítsa be a lokális szélsőérték létezésének elégséges feltételeit –f’-!

Legyen az f függvény az x0 pont valamely környezetében differenciálha​tó. Ha f ’ az x0 pontban előjelet vált, akkor f-nek az x0 pontban (szigorú) lokális szélsőértéke van.

a.)Ha f ' az x0 pontban negatív értékből pozitív értékbe megy át, akkor f az x0 pontban (szigorú) lokális minimumot,

b.)ha f ' az x0 pontban pozitív értékből negatív értékbe megy át, akkor f az x0 pontban (szigorú) lokális maximumot vesz fel.

Bizonyítás: Mivel f ' az x0 pontban negatívból pozitívba megy át, akkor létezik olyan (>0, hogy 

f '(x)<0, x(]x0-(,x0[  

f '(x)>0, x(]x0,x0+([. 

Ebből következik, hogy f az ]x0-(,x0[ intervallumban (szigorúan) monoton csökken, az x(]x0,x0+([ intervallumban pedig (szigorúan) monoton növekedik, ezért f-nek az x0 pontban szigorú lokális minimuma van. A lokális maximumra vonatkozó állítás hasonlóan igazolható.

6.5.TÉTEL: lokális széls.ért. létezésének elégséges felételeit 
–f ’’-!   Legyen f fv. Az X0   pontban kétszer differenciálható.
Ha  f ’(x0 )=0 és f ’’(x0)>0   (f ’(x0) <0), akk az f az x0 pontban szigorú lokális minimumot(max) veszi fel. Bizonyítás:Ha f az x0 –ban kétszer differenciálható, akk f ’ létezik az x0  vmely környezetében is.

Ha f ’’(x0)>0 akkor x0-nak van olyan K környezete,amelyre 


Mivel a számláló a nevezővel azonos előjelű. F ’(x)<0,ha x < x0  és f ’(x) >0,ha x> x0   (x eleme K),vagyis f ’ az x0- ban előjelet vált. F-nek x0 -ban van minimuma.   

7.2. TÉTEL: Parciális integrálás;Határozatlan integr.:
Ha f-nek és g-nek az I intervallumban léteznek primitív függvényei, akkor (f+g)-nek van primitív függvénye és 
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Legyen F függvénye f-nek és G primitív függvénye g-nek. Ekkor F+G primitív függvénye (f+g)-nek, ugyanis

(F+G)’=F’+G’=f+g,

Tehát 
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7.7. TÉTEL parciális integrálás. Ha f és g differenciálható függvények az I intervallumon és itt az f’g függvénynek létezik primitív függvénye akkor fg’ függvénynek is van primitív függvénye az I intervallumban és
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a feltételek alapján az fg szorzatfüggvény deriválható és (fg)’=f’g+fg’

Innen: fg’=(fg)’-f ’g

Az f ’g függvénynek a tétel egyik feltétele szerint létezik primitív függvénye, az (fg)’ függvénynek pedig nyílván primitív függvénye fg. Így az előző képlet jobb oldalán álló mindkét tagnak létezik primitív függvénye. fg’-nek is van primitív függvénye, mégpedig: 
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Az előző képlettel fg’ primitív függvényeinek a meghatározását f ’g primitív függvényeinek meghatározására vezetjük vissza.

8.3. TÉTEL konstanssal szorzott fv hat.integ:ha f és g integrálható az [a;b] intervallumon és c(R, akkor cf is integrálható [a;b]-n és 
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Tekintsük az [a;b] intervallum egy tetszőleges felosztását:
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Legyen 
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 az alsó f , illetve felső határa az 
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Ha 
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 jelöli a cf függvény alsó, illetve felső határát az 
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Elég a c(0 esettel foglalkozni. A cf függvény alsó, illetve felső összege:
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Hasonlóan 
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8.6. integrálszámítás középértéktétele. Ha f folytonos az [a;b] intervallumon, akkor létezik olyan 
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Ha f állandó [a,b] intervallumon, akkor az álíltás triviális. Ha f nem állandó akkor, legyen a minimális értéke [a;b]-n  m és a maximális értéke M.
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Ebből következik, hogy van olyan m<c<M szám, amelyre
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Folytonos függvény az [a;b] intervallumon minden m és M közötti értéket felvesz (Bolzano tétel), így létezik  ξЄ[a,b], amelyre f(ξ)= c

8.7. a G integrálfv kapcs tétele. Ha G az f-nek integrálfüggvénye az [a,b] intervallumban, akkor G(a)=0, és ha f folytonos is az [a,b] intervallumban, akkor G primitív függvénye f-nek [a;b]-n. 

Bizonyítás: Az állítás első fele triviális. Legyen x0(]a,b[, akkor 
[image: image88.wmf].
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Tegyük fel, hogy a<x0<x(b. Ekkor az integrálszámítás középértéktétele szerint van olyan
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Ezt felhasználva, 
[image: image91.wmf]).

(

lim

)

)(

(

lim

)

(

0

0

0

0

0

x

x

f

x

x

x

x

f

x

G

x

x

x

x

®

®

=

-

-

=

¢


Ha x(x0, akkor a ( sorozat szintén x0-hoz tart, ugyanak​kor f folytonossága miatt 
[image: image92.wmf]).
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Ebből következik, hogy G ’(x0)=f(x0).

Mivel x0(]a;b[ tetszőleges volt, G primitív függvénye f-nek [a;b]-n. 

8.8. TÉTEL Newton-Leibniz-tétel. Ha f integrálható [a;b]-n és F itt a primitív függvénye, akkor 
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A bizonyítást csak arra az esetre végezzük el, ha f folytonos [a;b]-n. legyen G az f integrálfüggvénye [a;b]-n, ekkor G az f primitív függvénye. mivel f két primitív függvénye csak konstansban különbözhet egymástól:

G(x)=F(x)+C; x([a;b].
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Ugyanakkor

G(a)=F(a)+C=0, 

Ezért C=-F(a), ha ezt behelyettesítjük állításunkat kapjuk.
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 egyenlőséget Newton-Leibniz-féle formulának szoktuk nevezni. Használjuk az 
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